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�� ������	
����

��� X = (x(n)
k )

∞ n

n=1, k=1
�� �� ������� �	���
���	 �		� �� ����� �� [−1, 1]�

��� ΛN (X) ������ ��� N ��� �����
�� ��������� ���� �� ��� �����	� ��	� ��

��� ��
	��
� ����	�������
 ���	���	 ������ � ��� ������ (x(N+1)
k )

N+1

k=1
� �� ��

���������� ���� ��� ��������
(
ΛN (X)

)∞
N=0

��� �� ����� ��
�	������ 
	����

��� ���� ��� �������� �		� T �� ����� �� ��� ������� ������� ��� �������
���� ��� �		� X �� ������� ���� ��� �� 	�� �� X �������� �� ��� �	������ 	��

���� ��� ��	� ������  ��� �� ��� 
	���� ��
(
ΛN (X)

)∞
N=0

�� ���� ����!
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������� ����
	 �	�� ���� ���� ���� ����� �	 ��  �	 ��� ������� �����	� ! �	 �����
	�����	��� �� �� �����  
 ���	��� �����	������� ���� �� ��� �� "����
������ ���� ��	 �� �� ���	��������� !� ��	 ��	��� �� ��� ������ �� 

#��� �� !! �� �$�� ����� �� %��	��� �� �&�	���� �� � ��	�� ������ ����
�����		 ��� � '&�� ������� f ∈ C[0, 1] ��	 ��	���

(�� � ����	� � 	�%����� X = (xn)∞n=1 ⊂ [−1, 1] ��� � ������� �����

��
(
ΛN (X)

)∞
N=0

) *�� ��� 	����	� �� 	��� � 	�%����� ��	 �  ��	 ��+

���&���� �� �%�� ������ ���	��� ��	������� dμe(x) = dx
π
√

1−x2
� ,��	 ����	

�� �� '��� ���	���	 1
n

∑n
k=1 δxk

� ����� δxk
	���	 ��� �� ��� ��		  �+

���� � xk� �������� � dμe �� �� ���-∗ ��� ��
 �� ���	���	� .�� �&��� ��
�� ��/� 	�%����� L ��	 ��	 �����&������ ������
 �	�� ���� �0�� ,�1������

2� ,�
 �� ��� 1� ,��- �3� ������ �� �� 	�%�����
(
ΛN (L)

)∞
N=0

��	 	���&+

������� ������ �� �	 log ΛN (L)
N → 0� �	 N → ∞� (��� ��� 	��	�%��� 
�

log �����	 �� �����  ��������
,�� ��/� 	�%����� �	 � ��	�� ��� �� �� �� ����
 F �� .�-�� ����	

�	�� ���� �0� ��� �� ��'����� �� .�-�� ����	�� 4��� ��� �� 	� [−1, 1]� ��
�&�� ��	���� �� �� ��/� ����	 �	 �� -����� ������	 �� �����	������� n+

� .�-�� ����	 ��� �� 5���	 �� �� 6����� �� 
����� P
(1,1)
n−2 ������ ���

�� ����	 ±1 �	�� ���� ���� ,�0������ ! 	��� � �� ���� �� �	
������  


ΛN (F ) � N3/2 �	�� ���� ���� 7�� �8� 7���  ��
 �$�� *� �� ���� ����� ���

�� 7���
	��� ����
 T �� ���� ΛN (T ) � 2
π log N + 1 �	�� ���� �9�� ,������

��:�� ,��	� � ��	�� ��� �� �� �� ����
 T ��� �� ���	������ �	 � ��		�� �
������ ��� �� ��	���� 	�%����� X�

(��� �� ������� �� � 	����� ������ �� 5���	 �� �� 7���
	��� �� 
��+
��� 	 (T3s)∞s=0� ��� 	��� ��

ΛN (X) = O

(
exp

(
log2 N

log 3
+ 8 log N

))

��� 	��� ����	� ,�� ���	�� ���� ��� �� ��	 �	���� �	 �� �&��� �� ��� �

	��	�%����� (Ns) �� ���� ��  ���� ����� ΛNs(X) � exp( log2 Ns

log 27 −5 logNs)�

�� ��� ������ �	 
 ������� �	 ��������
���� �����

,�� 7���
	��� �� 
����� 	 TN (x) = cos (N arccos x) ���� �� ������


TN

(
TM (x)

)
= TNM (x)� !� M ��� N ��� ���� ��� �� �� 
����� TNM ���+

	����	 �  5���	 �� TM � ,�������� ��� ��� ������� � ��	�� ���� 
 �� 5���	 ��
� 	��	�%����� �� �� 7���
	��� �� 
����� 	� (��� �� ���	���� �� �� 
��+

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

����� T3s ��� s ∈ N0 := {0, 1, 2, . . . }	 
�� θ
(s)
j = 2j−1

3s
π
2 ��� j = 1, 2, . . . , 3s	

��� {cos θ
(s)
j }3s

j=1
�� ��� ��� �� ����� �� T3s 	 
�� Z0 = {0} ��� ��� s

∈ N ��� Zs ������ ��� ����� �� T3s ���� ��� ��� ����� �� T3s−1 	 ��� ��

Zs = {zj = cos θ
(s)
j : j = 1, 3, 4, 6, 7, . . . , 3s − 3, 3s − 2, 3s}	 ��� Zs ��� ��

����������� �� ��� ����� �� ��� ��� Z−
s = {cos (θ(s−1)

j + π
3s )}3s−1

j=1
���� ��� ���

Z+
s = { cos (θ(s−1)

j − π
3s )}3s−1

j=1
� ����� ��� ������������ ± ��� ������� �� ���

�������� �� ��� ����� ���� Zs ���� ������� �� ��� ������������� ����� ����

∪s−1
k=0Zk	
�� ��������� ��� ������ ���� X := ∪∞

s=0Zs �� ��� ��������� ���� ���

x1 = 0� x2 = cos 5π
6 � x3 = cos π

6 ��� �� ��� ������ (xk)
3s

k=1 ���� xk = cosψk ���

������� ���� ��� x3s+k = cos (ψk +π ·3−s−1)� x2·3s+k = cos (ψk −π ·3−s−1) ���
k = 1, 2, . . . , 3s	 ���� �� ������� �� ���� ��� ������ ���� ��� ��� Z−

s �� ���

����� ����� �� ∪s−1
k=0Zk �� ��� �������� (xk)

∞
k=1 ��� ���������� �� �� �� ���

��� ������������� ������ ���� Z+
s 	 ��� ��� ����������� �� ��� ������� ����

�� ���� ���� ������ �� ψk�

ψ1 =
π

2
, ψ2 =

π

2
+

π

3
, ψ3 =

π

2
− π

3
, ψ4 =

π

2
+

π

9
, ψ5 =

π

2
+

π

3
+

π

9
,

ψ6 =
π

2
− π

3
+

π

9
, ψ7 =

π

2
− π

9
, ψ10 =

π

2
+

π

27
,

ψ100 = ψ34+19 = ψ2·32+1 +
π

35
=

π

2
− π

33
+

π

35
.


�� �� ��������� ��� ����� ψn �� � ����������� �� δk = π3−k ����
k ∈ N	  � ������������ �� ��� �������� (ψn)∞n=1� �� ��� ���� ψ2 = ψ1 + δ1�
ψ3 = ψ1 − δ1 ��� ��� s ∈ N �� ���� ψ3s+k = ψk + δs+1� ψ2·3s+k = ψk − δs+1

��� k = 1, 2, . . . , 3s	 ��� � ������� ������� �� �! � �������� κ ���� ���
������ {0, 1, 2} ���� ���� κ(0) = 0� κ(1) = 1� κ(2) = −1	 ��� ��� ���

������� �!������� n = 1 +
∑s

k=0 γk3k ���� γk ∈ {0, 1, 2} �� ��� ψn = π/2 +∑s
k=0 κ(γk)δk+1	 ���� ���� �� ������� ����

"#$ ψγs3s+···+γq3q+k = ψk + Δ

��� k = 1, 2, . . . , 3q ���� Δ =
∑s

j=q κ(γj)δj+1	

%���� ��� ������ (xk)
N+1
k=1 � ��� ωN+1(x) =

∏N+1
k=1 (x − xk)	 ��� k � N + 1

�� �������� ��� ����������� 
������� ���������� lk,N (x) = ωN+1(x)
(x−xk)ω′

N+1(xk)
	

��� ��� 
������� �������� λN (X;x) �� ����� ��
∑N+1

k=1

∣∣ lk,N (x)
∣∣ ��� ���

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


�������� ΛN (X) = sup|x|�1 λN (X; x) �� 	�

�� �� �������� 	������� �� ���

��� N �� �� ������	� X� �
���
�� ΛN (X) ����� �� ���� �� �� ������
�������
����� ��������

NN : C[−1, 1] −→ ΠN : f �→
N+1∑
k=1

f(xk)lk,N (x).

���� ��� ����������
�� ΠN ������� �� ��� �� �

 �
������	 ��
������
�
�� ������ �� ���� N �

�� ��� �� ��� ����� �� �� �������� �� ����� �� �� ������	�(
ΛN (X)

)∞
N=0

.

����� N ��� 3s < N < 3s+1 �� ��

 	������� �� ���� ������������	
��
������
�

μN (θ) = ωN (cos θ) =
N∏

k=1

[cos θ − cosψk] ��� ρN (θ) =
3s+1∏

k=N+1

[cos θ − cosψk].

���� μN (θ) ·ρN (θ) = T̃3s+1(cos θ)� ���� T̃n ������ ��� �� ����	 �������

��
������
� 21−nTn�
����� δ� �� �� �� ��� ��� n ∈ N �� ��
������


tn(θ, δ) =
n∏

k=1

[
cos θ − cos (θk + δ)

]
.

���� θk = 2k−1
n

π
2 � !� ��

 ������	� ��� ��������� �� �� ��
��� �� �� �������

��� δ ��� |δ| < θ1 = π
2n � !� ��� ��� �� "���� �� tn ��� �� ��� �� �� ���
��

	������������ �� �� ������� ��
������
 Tn� ��� ������ �� δ�
#�� ��� ���� ������������	 ��
������
 t(θ) =

∏n
k=1[cos θ − cos αk] ���

δ ∈ R� 
�� Sδt ������ �� ��
������

∏n

k=1

[
cos θ − cos (αk + δ)

]
� ����

tn(θ, δ) = SδT̃n(cos θ)�

�� �� ��� �	
��	� 	��� �� |μN |
��� �� ��� ��� |μN | ������� ��� ��$���� �� 0�
����� �� ����� m � n − 1 ��� |δ| < π

2n � 	�
 0 � α � π − m
n π� ���

tn(α, δ)
tn(α + mπ/n, δ)

= (−1)m
m∏

k=1

sin (α + θk) + sin δ

sin (α + θk) − sin δ
.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

���� ��� α = θ1 + δ, . . . , θn−m + δ ��� ���	�
�� ���� 
� �� ��� ���� 0/0� �� ��
	���
��� 
� �� �� ��� 	���������
�� �
�
��

������ �����

tn(α, δ) =
n∏

k=1

[
cos α − cos (θk + δ)

]
= (−2)n · Π1(α) · Π2(α)

����

Π1(α) =
n∏

k=1

sin
1
2

(
α +

2k − 1
2n

π + δ

)

	
�

Π2(α) =
n∏

k=1

sin
1
2

(
α − 2k − 1

2n
π − δ

)
.

����	���� tn(α + mπ/n, δ) = (−2)n · Π1(α + mπ/n) · Π2(α + mπ/n) ����

Π1(α + mπ/n) =
n∏

k=1

sin
1
2
(α +

2k + 2m − 1
2n

π + δ),

Π2(α + mπ/n) =
n∏

k=1

sin
1
2
(α +

2m − 2k + 1
2n

π − δ).

����� �	
����	���
 �� ���
 ���� �� ���

tn(α, δ)
tn(α + mπ/n, δ)

=
sin 1

2(α + π
2n + δ) · · · sin 1

2(α + 2m−1
2n π + δ)

sin 1
2(α + 2n+1

2n π + δ) · · · sin 1
2(α + 2m+2n−1

2n π + δ)

· sin 1
2(α − 2n−2m+1

2n π − δ) · · · sin 1
2(α − 2n−1

2n π − δ)
sin 1

2(α + 2m−1
2n π − δ) · · · sin 1

2(α + π
2n − δ)

=
m∏

k=1

sin 1
2(α + 2k−1

2n π + δ) · sin 1
2(α − 2n−2k+1

2n π − δ)
sin 1

2(α + 2k−1
2n π − δ) · sin 1

2(α + 2n+2k−1
2n π + δ)

=
m∏

k=1

cos (π
2 + δ)− cos (π

2 − α − θk)
cos (π

2 + δ)− cos (π
2 + α + θk)

,

����� ����� ��� ������� ������� �

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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����� �� ������� 0 < α1 � α2 � · · · � αn < π �� ���	 
	�
 
	� ������

���� t(θ) =
∏n

k=1[cos θ − cos αk] �

���� �
� ������� ������� �
 θ = 0� ��

0 � δ � π − αn� 
	�� Sδt �� ���� �

���� �
� ������� ������� �
 θ = 0�
��		
� �� ������� �	 
����
��� ��� ���	���
�� t1(θ) = cos θ − cosα1

��
�� 
� ���
��� ������� � θ = 0 
� ��� ���	 
� π/2 � α1 � π� ��
�
� ���� Sδt �� ���� ��
�� 
� ���
��� ������� � 0� ������� ��
������ 
� ���
� ��� ��	 ���	���
�� tn �� �� ����� 	��� ������ ��

��� tn+1(θ) =
∏n+1

k=1 [cos θ − cosαk] �
� 0 < α1 � · · · � αn+1 < π �� ����

tn+1(0) �
∣∣ tn+1(θ)

∣∣ ��� ��	 0 � θ � π� ���� π/2 � αn+1� �
��� �����
��∣∣ tn+1(π)
∣∣ > tn+1(0)� ����� tn+1(θ) = tn(θ)[cos θ− cosαn+1] ��� Sδtn+1(0) =

Sδtn(0) · [1− cos (αn+1 + δ)
]

�
∣∣Sδtn(θ)

∣∣ · ∣∣cos θ − cos (αn+1 + δ)
∣∣ ��� ��	 θ�

�
�� �� ��� ����� �� �����
�� �� ������ �� tn(θ, δ)� ��� |δ| < π

2n ��

����
��
∣∣ tn(·, δ)∣∣ ��� n + 1 ����� ���
�� �� [0, π] : ϕ0 = 0� ϕj ∈ (θj + δ,

θj+1 + δ) ��� j = 1, 2, . . . , n − 1 ��� ϕn = π�

����� �� ������� |δ| < π
2n � ��� j = 1,2, . . . , n− 1 �� 	��� jπ/n < ϕj <

jπ/n + δ �� δ > 0� ��� jπ/n + δ < ϕj < jπ/n �� δ < 0�
��		
� �
��� ���� ��  ������
	 �� ��� ������ δ > 0� !� g(θ) =∑n

k=1

[
cos θ − cos (θk + δ)

]−1
� ���� t′n(θ, δ) = −tn(θ, δ)g(θ) sin θ� !� ��

���� ��

"#$ g(jπ/n) < 0, g(jπ/n + δ) > 0 ��� 1 � j � n − 1.

��
�  
��� � ���� � �� �
 � �� �� ���
��
�� ��� � ����� ������� ����� �� tn
�� �� 
������ (jπ/n, jπ/n + δ)�

�� �
�� ��� �� ���������
���

[cos u − cos v]−1 =
1
2

csc u

[
cot

v − u

2
− cot

v + u

2

]

=
1
2

csc v

[
cot

v − u

2
+ cot

v + u

2

]
.

��� 0 � a � δ �� ����

g(jπ/n + a) =
n∑

k=j+1

[
cos (jπ/n + a) − cos (θk + δ)

]−1

−
j∑

k=1

[
cos (θk + δ) − cos (jπ/n + a)

]−1
.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

�� ��������� ��� ���	� 
� ��� ���� �	 �� � ��������� 
� ��� �
�����
�����
�
��������� ������� �
� ��� ���
�� ���	� �� �� ��� ���
�� ������������
��
����

g(jπ/n + a) · 2 sin (jπ/n + a)���

=
n∑

k=j+1

[
cot

(
2k − 2j − 1

4n
π +

δ − a

2

)
− cot

(
2k + 2j − 1

4n
π +

δ + a

2

)]

−
j∑

k=1

[
cot

(
2k + 2j − 1

4n
π +

δ + a

2

)
+ cot

(
2j − 2k + 1

4n
π − δ − a

2

)]

=
n−j∑
i=1

cot
(

2i − 1
4n

π +
δ − a

2

)
−

j∑
i=1

cot
(

2i − 1
4n

π − δ − a

2

)

−
n+j∑

i=j+1

cot
(

2i − 1
4n

π +
δ + a

2

)
.

��

�� a = 0� �� ��� ���� 2j < n �� ������ �
		
� ���	� �� ��� ����
��� ��� ����� �	� ��
���  ��� ��� �� ���� �
��
�� �� �� ��� �
�	��

n+j∑
i=n−j+1

cot
(

2i − 1
4n

π + c

)
=

j∑
i=1

[
tan

(
2i − 1

4n
π − c

)
− tan

(
2i − 1

4n
π + c

)]
.

�� ���� ��!�

g(jπ/n) · 2 sin (jπ/n) =
j∑

i=1

[
cot

(
2i − 1

4n
π +

δ

2

)
− cot

(
2i − 1

4n
π − δ

2

)]

+
j∑

i=1

[
tan

(
2i − 1

4n
π +

δ

2

)
− tan

(
2i − 1

4n
π − δ

2

)]

=
j∑

i=1

[
2 csc

(
2i − 1

2n
π + δ

)
− 2 csc

(
2i − 1

2n
π − δ

)]
.

��� ���� �"������
� �� �������� �
� �
������ δ�
�� 2j � n ���� ������ �� ��
�� �� ��� �
� g(jπ/n) · 2 sin (jπ/n) ��� ��	#

���� �������� �
�	

n−j∑
i=1

[
2 csc

(
2i − 1

2n
π + δ

)
− 2 csc

(
2i − 1

2n
π − δ

)]
.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


���� ����	� 
�	 ���
 ��	����
� �� ����
�	 ��� 
��� 
� 
�	 ���	 a = δ �� ���� �� 2j < n 
�	�

g(jπ/n + δ) · 2 sin (jπ/n + δ) =
n−j∑

i=j+1

[
cot

2i − 1
4n

π − cot
(

2i − 1
4n

π + δ

)]

+
j∑

i=1

[
tan

(
2i − 1

4n
π + δ

)
− tan

(
2i − 1

4n
π − δ

)]
,

����� �� ����
��	 ��� δ > 0�
��� 2j � n �	 �	


g(jπ/n + δ) · 2 sin (jπ/n + δ)

=
j∑

i=n−j+1

[
cot

(
2i − 1

4n
π − δ

)
− cot

(
2i − 1

4n
π

)]

+
n−j∑
i=1

[
tan

(
2i − 1

4n
π + δ

)
− tan

(
2i − 1

4n
π − δ

)]
> 0,

����	 ��� j � n − 1 ��� �����	�
� �� 
�	 ��
���	�
� ����	 ��	 ����
��	� ����
���	� ��� �� �����	
	� 
�	 ������ �

����� �� ������� |δ| < π
2n � �	 δ > 0 
��� 
�� ����� (

∣∣ tn(ϕj , δ)
∣∣)n

j=0

�������� ��
� ������
 
� j� ��� δ < 0 �� ��
 �� ���������� ��
 �	 ������

��		
� !�����	 δ > 0� "	
 �� �# j ��
� 1 � j � n �� ������	 
�	

����	� |tn(ϕj − π
n , δ)| �� ∣∣ tn(ϕj , δ)

∣∣ � $� "	��� %&

|tn(ϕj − π
n , δ)|∣∣ tn(ϕj , δ)

∣∣ =
| sin (ϕj − π

n + θ1) + sin δ|
| sin (ϕj − π

n + θ1)− sin δ| .

$� "	��� �& �	 ��� ����� 	� 
�	 	#��	����� �� 
�	 ����
 ��
���
 �� �'
���� (�	����& 
�	 ����
���  	���	 �� ����	� 
��� % ��� δ > 0� ��	�

∣∣ tn(ϕj−1, δ)
∣∣

� |tn(ϕj − π
n , δ)|& ����	 ϕj − π

n ∈ (θj−1 + δ, θj + δ) �� ϕj−1 ����� 	� � ��#�'

��� ����	 ��
∣∣ tn(·, δ)∣∣ �� 
��� ��
	����� ���� 
���&

∣∣ tn(ϕj−1, δ)
∣∣ �

∣∣ tn(ϕj , δ)
∣∣ �

!������ �����	�
� ����� 
� 
�	 ���	 δ < 0� �
��	 �	#
 �	���  	��� ��
� 
�	 ��� ��
 �� ����������� �� 
��	 t3k �

����� �� ��
 t(θ) = t3q(θ, δq+1 + λ) · t3p(θ,−δq+1 + λ) ��
� 0 � p < q�

|λ| < 1
2δq+1� ���� t(0) �

∣∣ t(θ)∣∣ 	�� ��� θ�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

������ ��� ����� �	

 �� �		��� 	��� ���� ������ ��� ���� ����� �� ����
���������� �� ��� ���� p � 1�

�� �� ���� ��� 	�����
	��
∣∣ t(α)

∣∣ �
∣∣ t(α + δp)

∣∣ ��� 0 � α � π − δp� ��	�

����� ���� ��� �����	��
∣∣ t(·)∣∣ ����	�� 	�� ���	��� �� ��� 	�����
 [0, δp]�

�� ��� 0 � θ � β := δp − δq+1 + λ �� ���� t(0) �
∣∣ t(θ)∣∣ � ���� 	� ����	��

�� ����	��� ��
� ��� �
��� β < θ < δp�

�� �� ���� ���� t′ > 0 �� (β, δp) ��

max
[β,δp]

∣∣ t(θ)∣∣ = max{∣∣ t(β)
∣∣ , ∣∣ t(δp)

∣∣}.

���� t(0) �
∣∣ t(β)

∣∣  �� �� ��� t(0) �
∣∣ t(δp)

∣∣  �� ���

!� �� ����	��� ��� ���� p = 0 ��������
��
�� ���� �� 
�� �� �� 0 � α � π − δp� "	���

sinu − sin v

sinu + sin v
=

tan u−v
2

tan u+v
2

,

�� ��� #���� � 	� ��� ���� ∣∣ t(α)
∣∣∣∣ t(α + δp)

∣∣
=
| tan 1

2(α + θ
(p)
1 − δq+1 + λ)|

| tan 1
2(α + θ

(p)
1 + δq+1 − λ)| ·

3q−p∏
k=1

| tan 1
2(α + θ

(q)
k + δq+1 + λ)|

| tan 1
2(α + θ

(q)
k − δq+1 − λ)| .

$��� θ
(q)
k = (k − 1

2)δq� ��������� θ
(p)
1 = 1

2δp = 1
23q−pδq θ

(q)
3q−p = δp − 1

2δq

��� �� 	� ���� �� ����% ��&������ �� �

 ���&���� ���� ��
��& �� ��� 	�����

(0, π/2)� �� �� ��� 	�
��� �� ����� �� 
������� ��� �� ���� �� �	��� ��
����������

���

3q−p∏
k=1

tan 1
2(α + θ

(q)
k + δq+1 + λ)

tan 1
2(α + θ

(q)
k − δq+1 − λ)

�
tan 1

2(α + θ
(p)
1 + δq+1 − λ)

tan 1
2(α + θ

(p)
1 − δq+1 + λ)

.

��� �� �������	 �� �������� f(x) = tan (A+x)
tan (A−x) ��	

��� 0 < x < A ��� x + A < π/2.

��� ��� ���� ��� f ���	����� ����	 ���� �����������

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


��� ������ A = 1
2(α + θ

(q)
k )	 x = 1

2(δq+1 + λ) ��
��� ��� ��� k = 1, 2, . . . ,

3q−p	 
�������� 
�� ���
 ����
��� �� ��� �

���� �
� ������� ����� ���� λ ��

�������� ��������	 �� ��� 
��� A = 1
2(α + θ

(p)
1 ) ��� x = 1

2(δq+1 − λ)	 ����
��
������ ���� ���� 
�� ����
 ����
��� �� ��� �

���� �
� ������� ����� ����
x �� �������	 
��
 �� λ �� �������� ��������� �
 �� ������ 
� ����� ��� ���

λ = −1
2δq+1� ��
 σ := 1

2δq+1� �� ���
 
� ����

3q−p∏
k=1

tan 1
2(α + θ

(q)
k + σ)

tan 1
2(α + θ

(q)
k − σ)

�
tan 1

2(α + θ
(p)
1 + 3σ)

tan 1
2(α + θ

(p)
1 − 3σ)

,

����� �� � �������
 
�

3q−p∏
k=1

[
1 +

2 sinσ

sin (α + θ
(q)
k )− sinσ

]
� 1 +

2 sin 3σ

sin (α + θ
(p)
1 )− sin 3σ

.

�� ��� ���
���
 ��������� �� 
�� ������
 �� 
�� ���
 ��� 
� 
�� ������

k = 1	 k = 1
2(3q−p + 1) ��� k = 3q−p	 ����� ��� 
���� �� 
��� ������
 ������ !�

"��� θ
(q)
(3q−p+1)/2

= θ
(p)
1 = 1

2δp� �� ��� 
�� ��������� ��
�
����#

b1 = sin
(

α +
1
2
δq

)
− sinσ, b2 = sin

(
α +

1
2
δp

)
− sinσ,

b3 = sin
(

α + δp − 1
2
δq

)
− sinσ, a = sin

(
α +

1
2
δp

)
− sin 3σ.

���� 
�� ������� ��� ����
 
���� 
�� ����

3∏
k=1

(
1 +

2 sin σ

bk

)
� 1 +

2 sin 3σ

a
.

�� ���
��� ��� 
���� �� 
�� ���
	 ������
 
�� 
��� ���
������ sin3 σ	 ��� ���

�� ��� ����
 sin 3σ < 3 sinσ �� ����� 
� ������� 
�� ������� ��� ����
 $

1
b1

+
1
b2

+
1
b3

+ 2 sinσ

(
1

b1b2
+

1
b1b3

+
1

b2b3

)
� 3

a
.

��� ���
 ��� ����
 �� � �������
 
�

�%� a(b1b2 + b1b3 + b2b3) + 2a sinσ(b1 + b2 + b3) � 3b1b2b3.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

�� ������� ��	
 ���	� �� 	
� ������	� ����� �� ����	��� �� 	
� �������

y := sin (α + 1
2δp)� �������� y > 0� ���� ��� ����	�� ��	 μ := 1

2(δp − δq)� �
��
b2 = y − sinσ� a = y − sin 3σ� b1 + b3 = 2y cosμ − 2 sinσ� �
�������� b1 + b2

+ b3 = y(2 cos μ + 1) − 3 sinσ� �����

b1b3 = y2 − 2y sinσ cos μ + sin2 σ − sin2 μ

���

b2(b1 + b3) + b1b3 = y2(2 cos μ + 1) − 2y sinσ(2 cos μ + 1) + 3 sin2 σ − sin2 μ.

�
� ���	 ���	 �� ��� ��� �� ��		�� � ��� 	���� �� A3y
3 + A2y

2 + A1y

+A0 �	
 A3 = 2cosμ+1� A2 = − sin3σ(2 cosμ+1)� A1 = −3 sin2 σ− sin2 μ�

��� A0 = sin 3σ(3 sin2 σ + sin2 μ)�  � 	
� �	
�� 
���� �� 	
� �!
	 ��


��� B3y
3 + B2y

2 + B1y + B0 �	
 B3 = 3� B2 = −3 sinσ(2 cosμ + 1)� B1 =
3
[
sin2 σ(2 cos μ + 1) − sin2 μ

]
� B0 = −3 sin σ (sin2 σ − sin2 μ)� �� 	�������

A3y
3 	� 	
� �!
	� �
����� B2y

2 + B1y + B0 	� 	
� ���	 ��� �� ���� �� ��

������ 	
� ������	� 	� 	
� �������!" (A2 − B2)y2 + (A1 − B1)y + A0 − B0

� (B3 − A3)y3� 	
�	 �

4 sin3 σ(2 cos μ + 1) · y2 +
(
2 sin2 μ − 12 sin2 σ cos2

μ

2

)
· y

+ 4 sin3 σ(3 cos2 σ − sin2 μ) � 4 sin2 μ

2
· y3.

�
� ���#���	 �� y2 � ���	��� ����� σ = π
2·3q+1 � π

54 � �� q � 2� �
���$
���� 3 cos2 σ > sin2 μ� %��� 0 < y < 1� 	 ������ 	� �
�� 	
�	

2 sin2 μ − 12 sin2 σ cos2
μ

2
� 4 sin2 μ

2
,

�
�
 ��� �� ������� 	� tan2 μ
2 cos μ � 3 sin2 σ�

&���� μ � 1
2(δq−1 − δq) = 6σ� '	 ������� 	
�	 tan2 μ

2 � 9σ2�  � 	
� �	
��


���� μ < 1
2δp � π/6� �
�
 !��� 	
� ������ ������	� ��� ������	�� 	
�

����� �� 	
� (��	 �	���

�� ����� )�� ��	 �� ����	� �� ϕ
(p)
1 	
� ���	 �� 	
� �	�����

(θ(p)
1 − δq+1 + λ, θ

(p)
2 − δq+1 + λ)

�
��� t3p �		��� 	� ����� ������ *� +���� ,� β = δp − δq+1 + λ < ϕ
(p)
1

< δp� �
�������� 	
� ��������� t3p ��������� �� 	
� �	����� [0, β]� ����� ��

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


����� �� ��� 	�
��� |t3q(ϕ(q)
j , δq+1 + λ)| � ��� ����������� 
��
 ������

�������� �� j ���������� ��������� t(0) �
∣∣ t(θ)∣∣ �� 0 � θ � β�

�� �� ���� � ��� 	�
��� θ ∈ I := (β, δp)� �� ����� ���
� ��� ���������

� ����� � � ���� ����� �� �����
�� �� λ � −σ ��� α � −3σ = −θ
(q)
1 �

���� α + δp ∈ I� ��� ��� �� ���� t(α) <
∣∣ t(α + δp)

∣∣ ����� ����� ��� 	�
��
t3q(α, δq+1 + λ) �� ������ ���

�

��� �� ���
�!� ��� "���	�� � ��� �
�����
 t � I �� �����
� #
���
��
��� �
�����
 t3p �� ������	� ���� ����  ��� �� ���� ��� 	�
��� � t3p � I
��� ���� � ��� 
��
 �������� �� ��� ���� ����� ��� �
�����
 t3q ��� �

�� �� ��� ���� z := δp − 1
2δq+1 + λ ∈ I� ���������� ���� �� � ��  ��� ��

��
���
����� 3q−p� ��������� t3q ������� ��� ���� ��� �
�� � �����  ��� θ
������ ���� ����� ����� t < 0 � (β, z) ��� t > 0 � (z, δp)� ��� �� �� ����
t′ > 0 � I� �� ��	� t′3p(θ) = −t3p(θ)gp(θ) sin θ� t′3q(θ) = −t3q(θ)gq(θ) sin θ�
 ����

gp(θ) =
3p∑

k=1

[ cos θ − cos (θ(p)
k − δq+1 + λ)]

−1
,

gq(θ) =
3q∑

k=1

[ cos θ − cos (θ(q)
k + δq+1 + λ)]

−1
.

$����� t′(θ) = −t(θ)g(θ) sin θ  ��� g = gp + gq� %�� ���� ��� �������� gq

��� g ��	� � 	������
 �������� �� z� �� ��� ���� ��� ���&��
����� g > 0 �
(β, z) ��� g < 0 � (z, δp)  �

 ��	� ��� �����	��� � t′ � I�

��� ������� f(x) =
∑n

k=1
1

x−xk
��������� � ��� �����	�
 � ��� ������'

���� �������� ��� ������� f(cos θ) ��������� � ��� ���� �����	�
 ��� �� ��
����� � �� ����

()� g(δp) < 0 ��� g(β) > 0.

��� �� *��� ������� ��� 	�
�� δp� +������ �� �� ����� � (�� ��� ����
j = 1� a = 0��  � ���

gp(δp) · sin δp = csc
(

1
2
δp − δq+1 + λ

)
− csc

(
1
2
δp + δq+1 − λ

)
.

,���
��
��

gq(δp) · sin δp =
3q−p∑
k=1

[ csc (θ(q)
k + δq+1 + λ)− csc (θ(q)

k − δq+1 − λ)].

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

�� ����� �� ��� �	� 
��� ��������� �� ���� �� ���� �� �	�� �	��

csc (θ(p)
1 − δq+1 + λ) +

3q−p∑
k=1

csc (θ(q)
k + δq+1 + λ)

< csc (θ(p)
1 + δq+1 − λ) +

3q−p∑
k=1

csc (θ(q)
k − δq+1 − λ).

����� �	� ���� ���� �� �	�� ��������� ���������� �	����� �	� ���	� ����
���������� �	�� λ ������� �������� �� �� �����	 �� �������� �	� ����� λ =
−1

2δq+1 = −σ� �� ���� �� �	��

� �

3q−p∑
k=1

[ csc (θ(q)
k + σ)− csc (θ(q)

k − σ)] < csc (θ(p)
1 + 3σ)− csc (θ(p)

1 − 3σ).

!	� �������� f(x) = csc (x + 3σ) − csc (x − 3σ) ��������� �� x ���������
���	 3σ < x < π − 3σ� !	������� �� ��"��� �� �������� �	� �������� �����

�� θ
(p)
1 �	�� �� �	� ���� q = p + 1� �	�� θ

(p)
1 = 9σ� #� �	� ��	�� 	���� ��

��� ��$� ���� �	� 
��� ���� �� �	� ��� �� � �� ����� ��� �%��������� �� �	�

����� ����$��� �	��� ��� ��������� !	��� ��� θ
(q)
1 = 3σ� �� ������ � � �� �	�

���������

csc (4σ) − csc (2σ) < csc (12σ) − csc (6σ),

�	��	 �� ����� ��� 0 < σ � π
54 � �� �� ���� �� �	��$� !	��� g(δp) < 0�

#�� ��%� ���� �� �� �	�� �	� ������ ��������� �� ���� �� �	� ���� ������
�� ��� �	� ��������������

gp(β) · 2 sinβ =
3p−2∑
k=1

[
cot

(
2k + 1

4
δp

)
− cot

(
2k + 1

4
δp − δq+1 + λ

)]

+ tan
(

δp

4
− δq+1 + λ

)
− tan

(
δp

4
+ δq+1 − λ

)
.

!	�� ����� �� �������� ���� �� � �������� �� λ ���	 |λ| < σ� �� ������� ���
������� �	�� λ = −σ� !	��������

gp(β) · 2 sinβ � − sin 6σ

cos ( δp

4 − 3σ) · cos ( δp

4 + 3σ)
�&�

+
3p−2∑
k=1

− sin 3σ

sin 2k+1
4 δp · sin (2k+1

4 δp − 3σ)
.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


��� ���� gq(β) ��	 
� ��	���� 	 ��� ���� ���� �� ���

gq(β) =
3q∑

k=3q−p

[
cos (3q−pδq − 2σ + λ) − cos

((
k − 1

2

)
δq + 2σ + λ

)]−1

−
3q−p−1∑

k=1

[
cos

((
k − 1

2

)
δq + 2σ + λ

)
− cos (3q−pδq − 2σ + λ)

]−1

.

�� 	 ����� �� ��� ����� �� ��� ���� �����	�� ��� ��	 
� �������	���
�� � �����	�� �� ���� �� ��� ��������	�	� ����	��	���  �	��� gq(β) · 2 sinβ
= A1 − A2 − B1 − B2� �����

A1 =
3q−3q−p+1∑

k=1

cot
1
2
(6k − 5)σ, A2 =

3q−3q−p+1∑
k=1

cot
1
2
(2δp + 6kσ − 9σ + 2λ),

B1 =
3q−p−1∑

k=1

cot
1
2
(6k − 1)σ, B2 =

3q−p−1∑
k=1

cot
1
2
(δp + 6kσ − 3σ + 2λ).

�� ��������� A1 	 ��� ���

A11 + A12 + A13 =
3q−p−1∑

k=1

+
2·3q−p−1∑
k=3q−p

+
3q−3q−p+1∑
k=2·3q−p

.

�����

A2 = A21 + A22 =
3q−3·3q−p+2∑

k=1

+
3q−3q−p+1∑

k=3q−3·3q−p+3

.

 ��� ��� �����	��

A13 − A21 =
3q−3·3q−p+2∑

k=1

[
cot

1
2
(2δp + 6kσ − 11σ)

− cot
1
2
(2δp + 6kσ − 9σ + 2λ)

]

� ����!�� �	�� |λ| < σ� �� ��	� �� ������� gq(β) ���� 
����� �� �� ��	
	������ ��� �����	��� �����

A12 − B2 = cot
1
2
(δp − 5σ) +

3q−p−1∑
k=1

[
cot

1
2
(
δp + (6k − 5)σ

)

− cot
1
2
(
δp + (6k − 3)σ + 2λ

)]
> cot

1
2
(δp − 5σ).

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

����������

gq(β) · 2 sinβ > A11 − A22 − B1 + cot
1
2
(δp − 5σ)

=
3q−p−1∑

k=1

[
cot

1
2
(6k − 5)σ − cot

1
2
(6k − 1)σ

]

+
3q−p−1∑

k=1

[
tan

1
2
(6kσ − 3σ + 2λ) − tan

1
2
(6kσ − 3σ − 2λ)

]

+ cot
1
2
(δp − 5σ) + tan

1
2
(δp − 3σ + 2λ).

��� �	
�� λ = −σ ��
 ������� ���� ����������� ���� �����

gq(β) · 2 sin β �
3q−p−1∑

k=1

4 cos (6k − 3)σ sin 2σ

sin (6k − 5)σ sin (6k − 1)σ
+

2
sin (δp − 5σ)

.

��������� ���� ���� ��� �� ��� ��� ������� �����	
�� g(β) > 0 ��������

2
sin (δp − 5σ)

>
sin 6σ

cos (δp/4 − 3σ) · cos (δp/4 + 3σ)

	��

3q−p−1∑
k=1

4 cos (6k − 3)σ sin 2σ

sin (6k − 5)σ sin (6k − 1)σ
>

3p−2∑
k=1

sin 3σ

sin 2k+1
4 δp · sin (2k+1

4 δp − 3σ)
.

 � �� 	 ����
� �	���� �� ����! ��� "��� �����	
�� ��� 0 < σ � π
54 	�� δp

���� 18σ = 3δq � δp � π/3� #� ��� ����� �	��� �����	�� �� p ��

 ��
	��� ���
����� �	�� �� ��� ������ �����	
�� 	�� �����	�� ��� 
��� ���� ��������� ��
�	� 	����� p = q − 1� ��	� �� δp = 18σ� $�������� �� �������� ��
 ��� "���
���� �� ��� 
����  � ���	��� �� ���� ��	�

4 cos 3σ sin 2σ

sinσ sin 5σ
>

3p−2∑
k=1

sin 3σ

sin (9k + 9
2)σ sin (9k + 3

2)σ
.

��� ��� ��� �� ��� ����� �� �	��

3p−2∑
k=1

<
3p−2∑
k=1

3σ

sin2 9kσ
<

π2

4

3p−2∑
k=1

3σ

81k2σ2
<

π4

648σ
,

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �� ������	�


����� 9kσ < π/2� ����	
����

4 cos 3σ sin 2σ
sinσ sin 5σ

>
8 cos 3σ cos σ

5σ
>

2
5σ

,

����� ������� π4

648σ ��� 	�� ����� ���
�� �� σ�

�� �� ���� ��	� p = 0� �� ��	� 	��	

t1(θ,−δq+1 + λ) = cos θ − cos (ψ1 − δq+1 + λ) = cos θ − sin (δq+1 − λ).

�� θ � π/2 	���
∣∣ t1(θ)∣∣ � t1(0)� ������� 	��� �� ������	 ��� θ � π/2− δq+1 +λ�

�� π/2 − δq+1 + λ < θ � π/2 	���∣∣ t1(θ)∣∣ �
∣∣ t1(π/2)

∣∣ = sin (δq+1 − λ) � t1(0),

����� 2 sin (δq+1 − λ) � 2 sin 3σ � 1 ��� σ = π
2·3q � π

18 �

�
�	�������� � ����� �� 	�� ���
�� �� 	�� ����� ������ �� |t3q | ���
������� �� t(0) �

∣∣ t(θ)∣∣ ��� 0 � θ � π/2�
��	 
�  � θ > π/2� ��� t1 �� ��	

!"#�
t1(0)∣∣ t1(θ)∣∣ >

1 − sin 3σ

− cos θ + sin 3σ
� 1 − sin 3σ

1 + sin 3σ
>

1 − 3σ

1 + 3σ
.

$���� θ� �� ������ m �
�� 	��	

θ(q)
m + δq+1 + λ � θ < θ

(q)
m+1 + δq+1 + λ.

����
∣∣ t3q(θ)

∣∣ �
∣∣ t3q(ϕm)

∣∣ � ����� � ����� %� mδq < ϕm < mδq + δq+1 + λ�

&���� θ > π/2� �� ���� m � 2� '� ���(���� � ����� �� ����� "� 	��

���
�� ��
∣∣ t3q(·)∣∣ �	 	�� (���	� ϕm ��� α := ϕm − mδq� )������ 0 < α <

δq+1 + λ < θ
(q)
1 ��� t3q(0) > t3q(α) > 0� ��
��

t3q(0)∣∣ t3q(θ)
∣∣ � t3q(α)∣∣ t3q(θ)

∣∣ =
m∏

k=1

sin (α + θ
(q)
k ) + sin (δq+1 + λ)

sin (α + θ
(q)
k )− sin (δq+1 + λ)

.

*�� ����	���� �� 	�� (���
�	 ������ "� �� �� ��� �������� ��� 	��  ��	
	�� 	����� +�������� ���
��� �� ������ �� ��� 	��	 	�� ��(������� 	�,�� �	�
������� ���
� ���� λ �� �������� ������� α �� �������� ����������

t3q(0)∣∣ t3q(θ)
∣∣ >

2∏
k=1

(
1 +

2 sin σ

sin (θ(q)
1 + θ

(q)
k )− sinσ

)
.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

����� θ
(q)
1 = 3σ� θ

(q)
2 = 9σ� ��� sinu + sin v � sin (u + v) 	
� 0 � u, v � π�

�� ��

t3q(0)∣∣ t3q(θ)
∣∣ >

(
1 +

2 sin σ

sin 5σ

)(
1 +

2 sinσ

sin 11σ

)
> 1 + 2 sinσ · 16

55σ
.

�
������ ���� ���� ���� �� ��� ���� t(0) >
∣∣ t(θ)∣∣ � ��
�����

16
55

sinσ

σ
� 3σ

1 − 3σ
.

��� ��	� ���� 
	 ���� ���������� ���������� ������� ��� ���� ���� �� ��
��������� 	�����
�� �
 �� ���� �
 ����� ��� ���������� 
��� 	
� �� ���� σ!

����
�� q � 2! ���� 0 < σ � π
54 ��� 16·54

55·π sin π
54 � 0.29! "� ��� 
����

����� π
18−π < 0.22� ����� ��
��� ��� ����������!

#� ����
� ����� ��� ��
�� �����
��� �������� 	
� q = 1! $
����� 
��
��� ��� �� ���� ���� � ������ �
�������
�! $���

t1(θ,−δ2 + λ) = cos θ − sin
(π

9
− λ

)
,

t3(θ, δ2 + λ) =
[
cos θ − cos

(π

6
+

π

9
+ λ

)]
·
[
cos θ − cos

(π

2
+

π

9
+ λ

)]

·
[
cos θ − cos

(
5π

6
+

π

9
+ λ

)]

��� �� �
������ ��� ������ |λ| < π
18 ��� θ ∈ I := [π

2 , π]! #� ��� ���� ������%

��
� 
	 λ ���� �������� ��� ����� 
	 t = t1t3 �� θ = 0 ��� ���� �������� ��� ������

	 |t| �� ��� � ������ �
���� 
� I! �����	
��� �� ��� �
��� ���� λ = − π

18 � ��
��

t(θ) =
(

cos θ − 1
2

)(
cos θ − cos

2π

9

)(
cos θ − cos

5π

9

)(
cos θ − cos

8π

9

)
.

&� ��	
��� t′(θ) = −t(θ)g(θ) sin θ� �����

g(θ) =
(

cos θ − cos
2π

9

)−1

+
(

cos θ − cos
5π

9

)−1

+
(

cos θ − cos
8π

9

)−1

+
(

cos θ − 1
2

)−1

.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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�� ��� ���� t(π
2 ) > 0� �	
�� g(π

2 ) ≈ 3.51 > 0 �
� t ��� 
�� �� ���� 
 I�

��� ���
�	�� t ��������� 
 [π
2 , ϕ] �
� ���
 	
������� 
 [ϕ, π]� ����� ϕ

	� � �	
� � �	
	��� � t �	�� 5π
9 < ϕ < 8π

9 � ����� 	� 	� �
��� � �����


�� ����� 	
�����	�	��� t(0) � t(π
2 )� t(0) � t(π)� t(0) �

∣∣ t(ϕ)
∣∣ � �	���� ���

�����	
 �	��� t(0) ≈ 0.2663� t(π
2 ) ≈ 0.0625� t(π) ≈ 0.1320�  
 ���� � ���

��� ��	�� 	
�����	��� ��� �� !
� � ����� �
��� 	
������ (a, b) ⊂ (5π
9 , 8π

9 ) ����

���� g(a) · g(b) < 0� � ϕ ∈ (a, b)�  � a < θ < b ���
� ��������

∣∣ t(θ)∣∣ < c :=
(

1
2
− cos b

)(
cos

2π

9
− cos b

)

·
(

cos
5π

9
− cos b

)(
cos a − cos

8π

9

)
.

"� ��� ������ a = 52π
72 � b = 53π

72 ��
 #� ����
�  
����� g(a) ≈ −0.3483� g(b)
≈ 0.2498 �
� c ≈ 0.2526 < t(0)�

�� ��� ���� |t| ����	
� 	�� ��$	��� ����� �� %� &��� �� 	
 ��� ����	��
������ �

��� ��	
 ������ � ��	� ����	
 	�

����� �� ��� ��� N ∈ N� 0 � θ � π �	 
��	 μN (0) �
∣∣μN (θ)

∣∣ �
��		
�  � N = 3s �	�� s ∈ N0� ���
 ��� ��
��	
 μ3s(θ) = 21−3s

cos 3sθ
����	
� 	�� ��$	��� ������ �� %� '��� μ2(θ) = cos θ(cos θ − cos 5π/6) ���

��	� �������� �������� �� ���� ��� ���	��� 	
�����	�� �� 1 � N � 3� (�

	
����	
� ������ 	� 	� ���	� �� N � 3s� ������ 3s < N < 3s+1�  � N �
2 · 3s� ���� 	� N = 3s + k �� 1 � k � 3s� ���
 ψN = ψk + δs+1� (� 	
����	
�

μk(0) �
∣∣μk(θ)

∣∣ �� ��� θ� �� #� )���� *� μN (0) �
∣∣μN (θ)

∣∣ �� ��� θ�
)�� �� �
�	��� ��� ����	
	
� ���� N = 2 · 3s + γr · 3r + · · · + γq · 3q +

γp · 3p� +��� γk 	= 0� ���� 	� γk = 1 � γk = 2� �
� s > r > · · · > q > p � 0�
��� !��� 3s �
���� (ψk)

3s

k=1 �	�� �� ��� ���
�	�� μ3s � ��� 
�$� (ψk)
2·3s

k=3s+1

��� ���� � t3s(·, δs+1)� ,� ��� 
��#��� (2 · 3s + k)3
r

k=1 �� ���� ��� �
����

ψ2·3s+k = ψk − δs+1 �	�� k = 1, . . . , 3r� �
� ��� ������
�	
� ���
�	��

t3r(·,−δs+1)�  � γr = 2 ���
 �� ��� 
�$� 3r 	
�	��� (2 · 3s + 3r + k)3
r

k=1 ��

��� ��� �
���� ψ2·3s+3r+k = −δs+1 + δr+1 + ψk �� k = 1, . . . , 3r� �
� ��� ���

����
�	
� ���
�	�� t3r(·,−δs+1 + δr+1)� ���������

μN = μ3s · t3s(·, δs+1) · t3r(·,−δs+1) · · · �� γr = 1,

�
�

μN = μ3s · t3s(·, δs+1) · t3r(·,−δs+1) · t3r(·,−δs+1 + δr+1) · · · �� γr = 2.

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

���� · · · ������� �	� 
������ � ������� 
���������� t3k ���	 k < r� ���	
�������� t3s(·, δs+1) · t3r(·,−δs+1) ��� t3r(·,−δs+1 + δr+1) 	��� �������
������� �� �� �	� ���� �� ����� �� ��� �	� ������ �� ����� �� ������� 
��! �� �	�� ���� ��� "#$ �� !�� �� � � � �	� ���� ����

t3p

( ·,−δs+1 + κ(γr)δr+1 + · · · + κ(γq)δq+1

)
�� γp = 1� ��� �	�� 
��������� ��!��	�� ���	

t3p

( ·,−δs+1 + κ(γr)δr+1 + · · · + κ(γq)δq+1 + δp+1

)
�� γp = 2� %	� ���� 
��������� 	�� �	� ��� t3p(·, δ) ���	 δ > 0� �� �� ���
�

�� ����� � �� ��� &� �	� ���� γq = 1 �	� 
������� 
��������� �� � �	�
���� ��
�� & γq = 2 �	�� �� ������� �	� 
��������� t3p(·,−δs+1 + · · ·−δq+1)
���	 t3q(·,−δs+1 + · · ·+ δq+1)� �	��	 �� �	� ������ �� q �	 
���� %	�� �� !��

�	� 
������ t = t3q(·, λ + δq+1) · t3p(·, λ− δq+1) ���	 λ =
∑s

k=q+1 κ(γk)δk+1�

�	��� κ(γs) = −1� &� �� ���� �� �	��' �	��

−1
2
δq+1 +

1
2
δs+1 � λ � 1

2
δq+1 − 5

2
δs+1.

%	������� |λ| < 1
2δq+1 ��� ����� � ��� �� �

���� �� �	� 
��������� t�

�� �	�� �� �����
��� μN ���� � 
������ � ����� ����� ��� � �	��	 	��
������� ������� �� �� �� μN ���� 	�� �	�� 
��
����� �

�� �� ��� �	
��� 
� ΛN

(����� � �	� 
��������� tn(·, δ) ��� �� ��
������ �� ����� � �	� 
������

πn(b) := sin
( π

4n
+ b

)
sin

(
3π

4n
+ b

)
· · · sin

(
2n − 1

4n
π + b

)
.

)�� ����
��� �� �� ���� �� ����

tn(0, δ) = 2nπ2
n(δ/2), tn(π, δ) = (−2)nπ2

n(−δ/2).

)�� ���� ������ � �	� 
�������� b� �	� ����� ��!������ � πn(b) ��� ��
�����

����� �� ��� ��� n ∈ N �� ���� πn(0) = 2−n+ 1
2 � πn( π

4n) = 2−n+1√n�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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������ ��� �� ���� 	
�� ���� ��
 �� m ∈ N

���� 2m
m∏

k=1

cos
kπ

2m + 1
= 1.

��� ��������� ��������� T2m+1 ��� ����� ���
��� �� ��� ����� cos kπ
2m+1

��
 k = 1, . . . , 2m� �����

T ′
2m+1(x) = 22m(2m + 1)

2m∏
k=1

(
x − cos

kπ

2m + 1

)
.

� ��� ����
 �� �

T ′
2m+1(x) = (2m + 1)

sin (2m + 1)θ
sin θ

��
 x = cos θ ���� 0 � θ � π.

��!�" x = 0 � ���� ���
������ ���� �

T ′
2m+1(0) = 22m(2m + 1)

2m∏
k=1

cos
kπ

2m + 1
= (2m + 1)(−1)m.

#���
2m∏

k=m+1

cos
kπ

2m + 1
= (−1)m

m∏
k=1

cos
kπ

2m + 1
,

���� ��������

$� ���� �� ���� �� �� ���
��� πn(0) =
∏n

k=1 sin 2k−1
4n π�

��� �� 	
�� ������ ��� �  ����� n = 2m + 1� ��
��

πn(0) =
m∏

k=1

sin
2k − 1

4n
π · 1√

2
·

m∏
k=1

cos
2k − 1

4n
π = 2−m− 1

2 ·
m∏

k=1

sin
2k − 1

2n
π.

��� ���� �
� ��� �� �%��� ��
∏m

k=1 cos kπ
n � ����� �� 2−m� �� ����� �����

πn(0) = 2−m− 1
2 2−m = 2−n+ 1

2 �

#�����
��� π2m(0) = 2−mπm(0)� � �� ����� π2qk(0) = 2−k(2q−1)πk(0) ��

�� k, q ∈ N� &�
 ��� "��
�� ����� �� �
��� n � ��� ��
� n = 2q(2m + 1)
���� m, q ∈ N0� ������" ��� �
������ 
��
��������� �� "��

πn(0) = 2−(2m+1)(2q−1) · 2−2m− 1
2 = 2−n+ 1

2 .

���� ��������	�� 
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�	�����	
�� ����	��� ���

�� ������� πn := πn( π
4n) =

∏n−1
k=1 sin kπ

2n �� 	��
� ���
	� 	�������� ���

���	� �� ���� �� ���

���� 2m
m∏

k=1

cos
2k − 1
4m + 2

π =
√

2m + 1 ��� m ∈ N.

������� T2m+1(x) = 22mx
∏m

k=1 (x2 − cos2 2k−1
4m+2π)� �����

T ′
2m+1(0) = lim

x→0

T2m+1(x)
x

= 22m(−1)m
m∏

k=1

cos2
2k − 1
4m + 2

π.

��� 	� 	����� T ′
2m+1(0) = (−1)m(2m + 1)�  ��	���� ���� ���� ��

T ′
2m+1(0) �� ���	�� �����

!������ 	� 	����� �� ��� ��	� π2m = 2−m+ 1
2 πm 	�� π2qk = 2κπk ����

κ = (−2q + 1)k + q/2� !
���

π2m+1 = 2−m
m∏

k=1

sin
kπ

2m + 1
= 2−m

m∏
k=1

cos
2k − 1
4m + 2

π = 4−m
√

2m + 1,

�� ����� ���� ��� 	�� n = 2q(2m + 1) �� �	��

πn = 2(2m+1)(−2q+1)+q/2 · 4−m
√

2m + 1 = 2−n+1√n,

���"� �� ��� ������� "��"
������ �
��������� �� �� 0 � δ � π

2n ���� 21−n � max0�θ�π

∣∣ tn(θ, δ)
∣∣ � 22−nn�

�� − π
2n + ε � σ � 0 ��	 
��� 0 < ε < π

2n ����
∣∣ tn(π, σ)

∣∣/tn(0, σ) � (π/ε)2�

	���
� ������� �� 0 � δ � π
2n ���� �� #�	 $ �� �	��

max
0�θ�π

∣∣ tn(θ, δ)
∣∣ = tn(0, δ) = 2nπ2

n(δ/2) � 2nπ2
n

( π

4n

)
= 22−nn.

!
��� tn(0, δ) � T̃n(0) = 21−n�
�� ����	�� ��� ����� ���� �� ���� ��	�∣∣ tn(π, σ)

∣∣ � 2nπ2
n

( π

4n

)
= 22−nn.

%� ��� ����� �	���

πn(σ/2) � sin ε/2 ·
n−1∏
k=1

sin
(

kπ

2n
+

ε

2

)
� ε

π
πn

( π

4n

)
,

�� tn(0, σ) � 22−nn
(

ε
π

)2
� �

���� ��������	�� 
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��� ���� �	
����� �� �� ������� ��� ��������� ����������

ρN =
3s+1∏

k=N+1

[
cos (·) − cos ψk

]
.

���� ���������� ��� 	� ������� �� ��� ���� ��� �� μN �� ����� ��

����� �� ��� 3s < N < 3s+1 ��� ���� s ∈ N0	 0 � θ � π
 ���
∣∣ρN (θ)

∣∣
� 182 · 3s2+5sρN (0)


��		
� ��� M = 3s+1 − N � �� deg ρN = M ��� 1 � M � 2 · 3s − 1� ��
��� ��� ������� �������������

M = γs · 3s + γr · 3r + γq · 3q + · · · + γp · 3p ���� s > r > q > · · · > p � 0.

���� γs ∈ {0, 1} ��� γr, . . . , γp ∈ {1, 2}�  � ����� �� ��������� ρN ���� �

������� �! ����������� �! ���� t3k � �� ���� ��� ��� ������ (ψk)
3s+1

k=N+1 �� ���

������ ������ ���� �� !��� ψ3s+1 �� ψN+1�

"������ #��� γs = 1� ���� ��� ������ (ψ2·3s+k)
3s

k=1 ��� ����� �! ��� ����$

������ t3s(·,−δs+1)� ��� ���� 3r ������ ��� �������

(3s + 2 · 3s−1 + · · · + 2 · 3r + k)3
r

k=1

��� ���������� �� t3r(·, δs+1 − δs − · · · − δr+1)�
 ! γs = 0 ���� ��� ���������� t3r(·,−δs+1−δs−· · ·−δr+1) ��� ����� �� ���

������ ψj ���� ������� j = 2 ·3s +2 · 3s−1 + · · ·+2 ·3r +k ����� k = 1, . . . ,3r�

"���� γs−1 = · · · = γr+1 = 0� �� κ(2−γk) = −1 !�� r +1 � k � s− 1� ��� #���
����� �� ��� ������������� �! ρN ���

tγs
3s(·,−δs+1) · t3r

( ·, κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γr+1)δr+2 − δr+1

)
.

 ! γr = 2 ���� ��� ���� �������
(
(2 − γs)3s + 2 · 3s−1 + · · · + 3r + k

)3r

k=1
���

t3r

( ·, κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γr+1)δr+2 + δr+1

)
.

%��������� �� ���� ���� �� ���

ρN = tγs
3s(·,−δs+1) · t3r

( ·, κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γr+1)δr+2 − δr+1

)
· tγr−1

3r

( ·, κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γr+1)δr+2 + δr+1

) · · · ·

· t3p

( ·, κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γp+1)δp+2 − δp+1

) · tγp−1
3p (·, · · · + δp+1).

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



����� �� ���	�� 
�	�����	
�� ����	��� ���

��� ����� ���� �	 ��
� tγk−1
3k (·, δ) �� ��� δ > 0� �����	���� |tγk−1

3k (θ, δ)|
� tγk−1

3k (0, δ) 	�� �� 0 � θ � π� �� ���� �� �� �� �� ������� ����� �����

����� ���������
∣∣ρN (θ)

∣∣/ρN (0) 	��� ����� ��� ����� ����� ����� δ < 0�
���� ��� ����� ������� ���� � θ = π� �� ���� ��  � 	������ ���

�!"�

∣∣ρN (θ)
∣∣

ρN (0)
�

∣∣ tγs
3s(π,−δs+1)

∣∣
tγs
3s(0,−δs+1)

·
∏

k=p,...,q,r

∣∣ t3k(π, σk)
∣∣

t3k(0, σk)
,

����� σk = κ(2 − γs)δs+1 + · · · + κ(2 − γk+1)δk+2 − δk+1�
#�

��� γs = 0� ���� ��� $��� ���� �� ��� ����� �� �!"� �� ������

��� �� ������� �� σk 	��� ����� �� $���� σr = −δs+1 − δs − · · · − δr+1

= −1
2δr + 1

2δs+1� ���� %������� ! �� �������� ���
∣∣ t3r(π, σr)

∣∣/t3r(0, σr)
� (2π/δs+1)

2 = 4 · 32(s+1)� #��������

σq = −δs+1 − δs − · · · − δr+2 + κ(2 − γr)δr+1 − δr − · · · − δq+2 − δq+1.

&�� ���� γr 	= 0� �� κ(2 − γr) � 0� �����	����

σq � −1
2
δq +

1
2
δr − 1

2
δr+1 +

1
2
δs+1 > −1

2
δq + δr+1.

 � ��� ����� ���� ���� r = s − 1� �� ���

σq > −1
2
δq + δs ��

∣∣ t3q(π, σq)
∣∣/t3q(0, σq) � 32s.

 � �������

σk = −δs+1 − δs − · · · − δr+2 + κ(2 − γr)δr+1 − δr − · · · − δm+2

+ κ(2 − γm)δm+1 − δm − · · · − δk+2 − δk+1,

����� m = min {j > k : γj 	= 0}� ����� σk > −1
2δk + δm+1 �� ��� 
������

�� ��� ����� �� �!"� �� �� �������� 	��� ���� ��

4 · 32(s+1)32s · · · 32 = 4 · 3(s+2)(s+1) = 36 · 3s2+3s.

��� ��� ��� γs = 1 �� 

�� ������ ��������� '����

−δs+1 = −1
2
δs +

1
2
δs+1, ��

∣∣ t3s(π,−δs+1)
∣∣/t3s(0,−δs+1) � 4 · 32(s+1).

���� ��������	�� 
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�����

σr = δs+1 − δs − · · · − δr+1 = −1
2
δr +

5
6
δs > −1

2
δr + δs+1.

��� �	
 ���� ���� �� k �� ���� ���	� �� σk �� �� ��� �� ��� �� ���
γs = 0� �������

∣∣ρN (θ)
∣∣/ρN (0) � 4 ·32(s+1) ·32(s+1+s+···+1) = 4 ·3(s+1)(s+4) = 182 ·3s2+5s. �

� �� 	�� ��� �� ������ �� ��	���	��� �����	� ���
	������ ����
����	��	� �� �� ���	 ���	��

����� �� ��� ��� N ∈ N� 1 � k � N +1� ��� |x| � 1� 	
 ���

∣∣ lk,N (x)

∣∣
� 4πN2

∣∣ lk,N (1)
∣∣ 

��		
� �� N = 1 ��	 ��� ���� ���
	������ l1,1(x) = − 2√
3
x �	� l2,1(x)

= 2x+
√

3√
3

� ��� ��������

∣∣ lk,1(x)

∣∣ �
∣∣ lk,1(1)

∣∣ �
�� N = 3s − 1 ��� ��� s ∈ N� ��	 lk,N (x) = T3s (x)

(x−xk)T ′
3s (xk)

�	�
∣∣ lk,N (x)

∣∣
� 4/π  � ��� !"#� �� "$%� &	 �� ���� ��	��

∣∣ lk,N (1)
∣∣ =

[
(1 − xk)T ′

3s(xk)
]−1 � 3−2s,

�
 �� '��(�� �	������
  � ��� !"#� �� )*+%� ����� ���� �� ����� ��� ����
����

,����� 3s � N � 3s+1 −2 ��� ��� s ∈ N� ��- k � N +1 �	� 0 � θ � π�
.��

lk,N (cos θ) =
μN+1(θ)

(cos θ − cos ψk)ω′
N+1(xk)

�	� �� ����� �	������
 ��� �� ����

 )/%
1 − cos θ

| cos θ − cos ψk| ·
∣∣μN+1(θ)

∣∣
μN+1(0)

� 4πN2.

�� �	�� ψk �� ���� �� (i − 1
2)δs+1 ���� ��� 1 < i � 3s+1� �� ����

i = 1 �� -����� ��	� �	 ���� ��� � ��� ψk = 1
2δs+1� ���� �� k = 3s+1� ���

k � N + 1 � 3s+1 − 1� ����� 3
2δs+1 � ψk � π − 1

2δs+1�

�� �� 0��� ��	���� �� ��� |θ − ψk| > 1
2δs+1� .�� 3

2δs+1 � θ + ψk �
2π − 3

2δs+1� �	��� �� ψk = π − 1
2δs+1 ��	 θ < π − δs+1� &������� ψk �

π − 3
2δs+1 ���� �	
 θ � π�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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�� ����	��� ���

����������

| cos θ − cos ψk| = 2 sin
1
2
|θ − ψk| · sin 1

2
(θ + ψk) > 2 sin

1
4
δs+1 · sin 3

4
δs+1

> 2
4
π2

1
4
δs+1

3
4
δs+1 =

1
6
· 3−2s � 1

6
· N−2.

���	 �
������� �������� ���� ���� � ����� �����

��� ��� �	� |θ − ψk| � 1
2δs+1 �� �	� ��� �����	�
����


μN+1(θ) = μN+1(ψk) + μ′
N+1(ξ) · (θ − ψk)


� ��� ���
	���
 �
������� �	�� ����  !"� �� ��#�$

∣∣μ′
N+1(ξ)

∣∣ � (N + 1) · max
0�θ�π

∣∣μN+1(θ)
∣∣ .

%�
�� μN+1(ψk) = 0� �� ��� &� ���� ��

μN+1(θ) � (N + 1) · |θ − ψk| · μN+1(0).

�� ���'� ���� �� �	 �
���� �� 	���

��!� (N + 1) · |θ − ψk| � 4πN2| cos θ − cos ψk|.

(���� 3
2δs+1 � θ + ψk � 2π − 1

2δs+1� ���������� sin 1
2(θ + ψk) � sin 1

4δs+1

> 1
6N � )
 ��� ����� �
�� sin 1

2 |θ−ψk| > 1
π |θ−ψk|� (�
��� | cos θ− cosψk| >

|θ − ψk|(3πN)−1� ����� ��'�	 ��!�� 	�
�� N + 1 � 4
3N ��� N � 3� �

������� �� ��� ��� ����	
�� ��	���	 ΛN (X) �����	����
 �� ���

����� ����������� �� ��� ����	 X = (xn)∞n=1 �� ����

ΛN (X) � C · N8 · N log N/ log 3 ��� �� N � 1.

���� C = 2 · 722�

	���
� ��� Ns = 3s − 1� *� N = Ns ���
 (xk)
N+1
k=1 �� �+���� ��� ,���	

�� T3s 
� �	�� ����  !"� �� �-� ΛN (X) � 2
π log N + 1� ��������� �� �
 �.�

��� 		������
$ 3s � N � 3s+1 − 2 ��� 	��� s ∈ N0� ��� 	��� N �� �'�

∣∣ lk,N (1)
∣∣ =

∣∣ lk,Ns+1(1)
∣∣ ·

∣∣ρN+1(ψk)
∣∣

ρN+1(0)
.
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��� ��� ��	��
	� ��
���
��� ����
������ �� ����������� ���
�� �� ����∣∣ lk,Ns+1(1)
∣∣ � 4/π ���� ��� �
���
�� ���� �� � !�

����� " �
 �����  
�� ���� ���� ��� �
� |x| � 1 �� ����

∣∣ lk,N (x)
∣∣ � 16 · 182 · N2 · 3s2+5s � 722 · N7 · 3s2

.

#��� 	���� ��� ����� ������� ��
�� ΛN (X) �� � ��� �� N + 1 ����� ����
���
 �����
�� ����� �
 N + 1 � 2N � �

�������� ��� �� �������� ���� ����� ��� �����
∣∣ lj,N (1)

∣∣ ��� N =
1
2(3s+1 − 1) �
 j = 1

2(3s + 1)� $���� ψj = max1�k�N ψk = π − 1
2δs� #����%

����� xj = − cos 1
2δs� &�
�� N = 3s + 3s−1 + · · · + 3 + 1� ��� ����
����� μN

��� ��� �����������
 μN = T̃3s

∏s−1
q=0 t3q(·, δq+2 + · · · + δs+1)� $�
���

�'(! lj,N (1) = lj,Ns(1) ·
s−1∏
q=0

t3q(0, σq)
t3q(ψj , σq)

���� σq = 1
2(δq+1 − δs+1)�

$��� ��� ����� �� lj,Ns(1) �� ������ ������ )
���

lj,Ns(1) =
T3s(1)

T ′
3s(xj)(1 − xj)

= 3−s · tan
1
4
δs >

π

4 · 9s
.

*�� ������� �� ��� ���������� �� ��� σq� ��� ������ �
 ��� ��	�� ��� �� �'(!

��� � 	����� �� ���� �� ����� 3s2/3� �� �� ���� ��� 
��� &�
�� ��� ����� �
 ���
������ ��� ���	�� ���
 1� �� ��
 �+���� ��� ����� q = 0� ��� 1 � q � s− 1�
��� K = 1

2(3q − 1)� )� �� ������ ���
 ���� t3q(0, σq)/
∣∣ t3q(ψj , σq)

∣∣ > A2
q � �����

Aq =
3q∏

k=1

tan
(

3k − 1
6

δq − 1
4
δs+1

)
= cot

(
3K + 1

6
δq +

1
4
δs+1

)

·
K∏

k=1

tan
(

3k − 1
6

δq − 1
4
δs+1

)/
tan

(
3k − 2

6
δq +

1
4
δs+1

)
.

#�� ,��� ����
	�
� �� ���	�� ���
 1 ��
�� ��� ��	���
� ��� 
�� �+��� π/4�
-��� �� ��
 
�	���� ��� ���� �
 ��� ������ ��������
�
	 ��� ����� k = 1�
��� ����� ����� �� ��� ��� �������

tan v

tanu
= 1 + tan (v − u) · (cotu + tan v).

���� ��������	�� 
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���� �����

log Aq >
K∑

k=2

log(1 + ak) >
K∑

k=2

ak − 1
2

K∑
k=2

a2
k,

�����

ak = tan
(

1
6
δq − 1

2
δs+1

)
·
[

cot
(

3k − 2
6

δq +
1
4
δs+1

)

+ tan
(

3k − 1
6

δq − 1
4
δs+1

) ]
.

	�� �
������� � ������ �������� ��� �� ������ ��

cot (b − ε) + tan (b + ε) =
2 cos 2ε

sin 2b − sin 2ε

��� b = 1
2(k − 1

2)δq� ε = 1
12δq − 1

4δs+1� ����� b > 9ε� �� [· · · ] < 8
(2k−1)δq

�

	���������
∑K

k=2 a2
k < 1

2 � �� � ���� �� ������

�� ����� �� ������� ak ���� ������ �� ��� ��� ����� cot t > 1
t − t

2 � �����

�� ��	�
 �� 0 < t < π� �� ��		��� ����

ak >

(
1
6
δq − 1

2
δs+1

)
· cot

(
1
2
kδq

)
>

(
1
6
δq − 1

2
δs+1

)
·
(

2
kδq

− kδq

4

)
.

�����������
 ���������� �����
∑K

k=2 ak > κ · logK − 0.193� ���� κ = 3−1

− 3q−s−1� �������� Aq > 3q·κ · e−0.43 ��


s−1∏
q=1

t3q(0, σq)/
∣∣ t3q(ψj , σq)

∣∣ > e−0.86·s · 3κ1

����

κ1 =
1
3
s(s − 1) − 2 · 3−s−1

s−1∑
q=1

q3q.

����� ��� 	��� ��� �� ����	 �� 1
43s(2s− 3) + 3

4 � �� ���� κ1 > 1
3s2 − 2

3s� �����
���		�� ∣∣ lj,N (1)

∣∣ >
π

4
(
e0.86 · 38/3

)−s · 3s2/3 > 3s2/3−4s.

��� 	���� �����
� exp ( log2 Ns

log 27 − 5 log Ns)� �� �� ���� �� ������
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� ����	��� ��� �� ! �� �	

�������� 	� ���
 � ���������� ���	
 �� 	
� ��������
(
ΛN (X)

)∞
N=0

�� ����

���	
� ���������	 �� ����	� ��� 	
� �������� (xk)
∞
k=1"

����������
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